VIIl. MOMENTOS DE INERCIA

Recordemos que el momento estatico es la suma de los productos de
cada elemento (peso, masa, volumen, etc.) de un cuerpo por su distancia a
un eje. EI momento de inercia, en cambio es la suma de los productos de
cada elemento de un cuerpo por el cuadrado de su distancia a un eje. Co-
mo la distancia est4 elevada al cuadrado, los momentos de inercia tam-
bién se llaman momentos de segundo orden o, simplemente, segundos
momentos. Por esa misma razén, los momentos de inercia son escalares
siempre positivos. Hay momentos de inercia del peso, de la masa, del
volumen de los cuerpos, y de areas y de lineas. A diferencia de los estati-
cos, que son cantidades meramente matematicas, los momentos de inercia
de las masas respecto a un eje miden la oposicion de los cuerpos a girar
alrededor de dicho eje, y su conocimiento resulta imprescindible para
estudiar el movimiento de los cuerpos.

Asi como el momento estatico de la masa de un cuerpo respecto al eje
de las equis se puede obtener mediante la expresion

X =ym
en donde ¥y es la distancia del centro de masa al eje de las equis, el mo-

mento de inercia de la masa de un cuerpo respecto al mismo eje se puede
expresar como

en donde k es cierta distancia al eje de la equis, que recibe el nombre de
radio de giro. Tal distancia corresponde al lugar en el que habria que con-
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centrar toda la masa del cuerpo para que conservara su momento de iner-
cia respecto a cierto eje.

Consideremos el menhir de la
figura y una particula cualquiera de
masa diferencial dm, cuyas distancias
a los ejes cartesianos son ry, ry y Iy,
respectivamente. Los momentos de
inercia de esa particula seran

dl, = r,2dm
dly = r,2dm )
dl, = rdm &

por tanto, los momentos de inercia de la masa del menhir seran

I, = frxzdm
L, = fryzdm
I, = frzzdm

Como se puede apreciar, empleando el teorema de Pitagoras,
.2 = y? + z?, Sustituyendo este resulta-do en la expresion del momento
de inercia, tendremos

I, = f(y2+zz)dm=fy2dm+fzzdm

Estas dos ultimas expresiones corresponden a lo que podriamos Ilamar
momentos de inercia con respecto a los planos xz y yz, respectivamente:

L, = fyzdm
Ly = fzzdm

Las expresiones que acabamos de escribir serdn muy Utiles en el
calculo de los momentos de inercia de los cuerpos.
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Momentos de inercia de la masa de algunos cuerpos

Para nuestro curso basico resulta necesario conocer los momentos de
inercia de la masa de algunos cuerpos de forma comadn, como el cilindro,
la esfera, el cono y el prisma rectangular.

Momento de inercia de la masa de un cilindro de pared
delgada

El calculo del momento de inercia
de la masa m de un cilindro de radio R
de pared delgada (es decir, de un ci- ,
lindro cuyos radios interior y exterior (

son practicamente iguales) con respec- x&"
to a su eje de figura resulta muy senci- /
llo, pues cualquiera de sus partes se h

encuentra a un radio de distancia de
dicho eje. Por tanto, su momento de
inercia sera

Momento de inercia de la masa de un cilindro macizo

Para calcular el momento de inercia de la masa de un cilindro macizo
y homogéneo de masa m, radio R y altura h, respecto a su eje de figura,
comenzaremos determinando su masa en funcion de su volumen;m = pV.

La cantidad que hemos designado
con p (ro) es la masa especifica (0
masa por unidad de volumen), tam-
bién llamada densidad. Por tanto

m = pnR?h
Ahora vamos a descomponer el
cuerpo en infinidad de cilindros de h

pared delgada concéntricos.
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Cada uno de ellos tendra un radio r y un espesor dr, como se muestra
en la figura. El volumen de dicho elemento diferencial sera
dv = 2nrhdr
que corresponde lo largo (h), lo ancho (2nR) y el espesor (dr) del
elemento. O sea que su masa es
dm =pdV
dm = 2pnrhdr
por tanto, su momento de inercia sera
dl, = r?dm
dl, = 2pmr3hdr
y el de todo el cilindro

R
I, = anhf r3dr
0

I, = pnr*hdr/2 = (ptR*h)R? /2
Como lo contenido en el paréntesis es la masa del cilindro, podemos
escribir

I —1 R?
X_Zm

Ejemplo. Calcule el momento de
inercia de un cilindro hueco, cuyos ra-
dios exterior e interior son R, y Ry, res-
pectivamente. Utilice el resultado obte-
nido arriba para evitar cualquier tipo de
procedimiento de intearacion.

Al momento de inercia de un cilindro macizo de radio R, le restare-
mos el momento de otro de radio R;.

m=m,; —my = pV, —pV;
m = pnR3h — pnR?h = prh(R% — R?)

L=0L—-1 = Emz}eg —EmlRf

1 1 1
Ix = EpT[Rgh - EpT[th = Epﬂ.'h(Rg - Ri})
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Como el producto de dos binomios conjugados es la diferencia de los
cuadrados

1
I, = 5 prh(RS — RO(RS + RY)

1
I, = Em(R% + R%)

Una facil comprobacion del resultado anterior seria tomar el caso de
que R y R, fueran iguales. Entonces el momento de inercia tendria un
valor de mR?, que es precisamente el que corresponde al de un cilindro de
pared delgada.

Momento de inercia de la masa de una esfera

Para abordar el calculo del momento de inercia de una esfera, comen-
zaremos expresando su masa en funcién del volumen.

4 3
m=pV=§p7tR

A continuacion descompondremos la esfera en infinidad de cilindros
infinitamente delgados, como se muestra en la figura.
dm = pdV = prry?dz Az
El momento de inercia de un ;

elemento diferencial es A
! ! — 2

dl, =5 y*dm = = pry*dz szz
Puesto que debemos integrar con 1-----»Y
respecto a z, se requiere que y esteen .-
funcion de ella. X

Como puede observarse, X, Y Y R se relacionan mediante el teorema

de Pitagoras de la siguiente manera

y? +z% = R?

y? = R% — 22
por lo tanto

1
dl, = EpT[(RZ —z2)2%dz

y el momento de inercia de toda la masa de la esfera respecto al eje z serd
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1 R R

I, = Epnf (R? —z®)?dz = pnf (R? — z%)?dz
-R 0
Desarrollando el binomio

4 (R R R
I, = pm [—f dz — 2R2f z%dz +f Z4dzl
R 0 0 0

2 1 8 2 /4
I, =pm [RS —§R5 +—R5] = EprtR5 = §<§an3) R?

5
2
IZ = ngZ

Momento de inercia de la masa del prisma rectangular

Para la obtencion del momento de
inercia de la masa de un prisma rec-
tangular con respeto a un eje recurri-
remos a los momentos con respecto a
los planos cartesianos con el fin de
simplificar el proceso. La masa del
prisma, en funcién de su volumen es

m = pV = pabc

Como elemento diferencial toma-
remos una placa rectangular de espe-
sor infinitamente pequefo, cuya masa
es

dm = pdV = pabdy
El momento de inercia de tal elemento respecto al plano xz es
dl,., = y*dm = paby?dy
y el de todo el cuerpo, respecto al mismo plano.
c/2

c
I, =pab | y*dy= pabf ydy
—-c/2 0

1 3
L, = §pabc

El momento de la masa respecto al plano xy se obtiene de modo se-

mejante, y facilmente se puede deducir que es

L, = 1pa3bc
Xy 3
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Ahora bien, como I, = Iy, + I,

1 1 1
L, = §pa3bc + §pabc3 = §pabc(a2 +¢?)

1
I, = §m(a2 + ¢?)

Como puede deducirse facilmente, dada las simetrias del prisma, los
momentos de inercia de su masa, respecto a los otros planos, se puede
obtener simplemente cambiando las variables. Asi

1
I, = §m(a2 + b?)

1
I, = §m(b2 + ¢?)

Momento de inercia de la masa de otros cuerpos

Hemos visto como se calculan los momentos de inercia de varios
cuerpos que son, a nuestro juicio, los mas significativos. Los de otros
cuerpos, como el del cono, pueden calcularse de modo semejante al de la
esfera, o con los razonamientos que seguimos en el del prisma.

Ejemplo. Sabiendo que el momento
de inercia de un cono de altura h y cuya
base tiene un radio R, res-pecto al eje de

3 .
las zetas es EmR' determine el mo-

mento de inercia de su masa respecto a
un didmetro de su base.

Como la suma de los momentos respecto a dos planos que se interse-
can en un eje es igual al momento de inercia respecto a dicho eje, es decir

Iy =1l + 1,
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RZ h h h
Ly = pi— hzf szz—th z3dz+f Z4dzl
h’ 0 ) 0 0
R°T1 1 1
— 1= »n5__115 15
Ixy_p”h2[3h ke +5h]
by = e (L10) = L (L)
v =P \30" ) T10\3P"
Ixy=Emh2

Sumando los dos momentos de inercia

1 3
I, = —mh? + —mR?

Y 10 10
I, = im(h2 + 3R?)
Y710

Teorema de los ejes paralelos (o de Steiner)

Consideremos un menhir de masa
m, cuyo centro Se encuentra en VA
G(x,y), Elegiremos dos sistemas de
referencia. El xOy, arbitrario, y el :
uGy, centroidal y con eje paralelos a
los anteriores, como se muestra en la :
figura. |

El momento de inercia de la masa Y|
del menhir respecto al eje de las equis
es R LR EET RN T >x

I = jyzdm
pero, como se puede deducir de la construccion, y = Y + v, por tanto
L, =f(v+37)2dm=fvzdm+2)7fvdm+372fdm

>
<

>

La primera integral es el momento de inercia de la masa del menhir
respecto al eje de las Ues; la segunda, el momento estatico de la masa res-
pecto al eje de las Ues, y, por ser centroidal, es nula. La tercera es la masa,
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que resulta multiplicada por la distancia entre los dos ejes horizontales.

Por tanto, podemos escribir
52

=1
I, =1+ my?|QED

Escribimos I en vez de I, por tratarse de un momento de inercia res-
pecto a un eje centroidal El teorema se aplica a todos los momentos de
inercia, no sélo a los de masa, y se puede enunciar de la siguiente manera:
El momento de inercia respecto a un eje cualquiera es igual al momento
respecto a un eje centroidal paralelo al primero, méas el producto de la
masa multiplicada por la distancia entre los ejes al cuadrado.

AZ

Ejemplo. Calcule el momento de
inercia de la masa de un cono de masa
m, de altura h y cuya base tiene un ra-
dio R, respecto a un eje centroidal para-
lelo a cualquiera de los didmetros de su
base.

Iy = I + my?
I =1, —my?
F= = m(h? +3R?) (h)z
“10" M\

También

I, = Ly, + 1,
Como I, = I,,, , entonces

L, =2I,
de donde
3 2
Iyz = ﬁmR

y falta calcular el momento de inercia
con respecto al plano xy:

1
m=pV = §p7‘l’R2h
dm = pdV = pry?dz
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pero

z=h 4
de donde

R
}’=E(h—2)

El momento de inercia del elemento

diferencial es
2

dl,, = z*dm = R h 2z%d
xy = Z m—pnﬁ( —2z)“z%dz
2

R
dly, = pﬂﬁ[hzz2 —2hz3 — z*%]dz

del cono completo
1 3 1

T — 2 _ 2 _ 2
I—lomh +10mR 16mh
[ = 3 hz+3 R?
—g0 "t T10™
fzim(h2+8R2)

80

Ejemplo. Determine el momento de
inercia de una barra delgada de masa m
respecto a un eje perpendicular a su eje
de figura que pase por uno de sus extre-
mos, y respecto a otro, centroidal, para-

lelo al anterior.

/( ]
‘ dm

La masa de la varilla es
m = pV = pAl

T--=>y  en donde A es el area, infinitamente

pequefia, de la seccidn transversal. La
masa del elemento diferencial es
dm = pAdy
y su momento de inercia con respecto
al eje de las equis
dl, = y*dm = pAy?dy
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De toda la varilla
l

1 1
I = pAf y?dy = 5 pAl® = = (pADI?
. 3 3

Ix = §mlz

Empleando el teorema de los ejes paralelos
T 52

Momentos de inercia de cuerpos compuestos

El momento de inercia de la masa de un cuerpo compuesto se obtiene
sumando los momentos de inercia de cada una de sus partes. llustraremos
el procedimiento mediante un ejemplo.

Ejemplo. La figura representa un
cuerpo de 8 kg de masa compuesto
por un semicilindro y un prisma de
seccion cuadrada. Calcule su momen-
to de inercia con respecto al eje O’O.

Se trata de un cuerpo compuesto por un semicilindro y un prisma de
seccién cuadrada. Comenzaremos calculando la masa de cada parte

8=m1+m2 =pV1+pV2
1
8=p (Enloz) 4+ p(4)4(16) = p(200m + 256)
p= 9.047x1073
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por tanto my; = 5.684ym, = 2.316

El momento de inercia de la masa del cuerpo es igual a la suma de los
momentos de sus partes
El momento de inercia del semicilin-
dro respecto a su eje de figura es

1 1
Ix = Emle == Eml(loz) == 50‘m1

Y respecto a un eje centroidal para-
lelo al anterior
I =1, — md?

B La distancia entre los ejes es
4~ _AR_40 o,
" 3m 3w

I_: 50m1 - 42442m1
I = (5.684)31.99 = 181.82

u Calculamos ahora el momento de
inercia respecto al eje O"O
I, =1+ m,D?
I, = 181.82 + 5.684(4.244 + 16)2
I, = 2511

El momento de inercia del prisma, respecto a un eje centroidal es
p_ 1 2 2y _ 1 2
8 I—Emz(a +c)—Em2a

FO y respecto al eje O"'O
/”’ IO = I_+ mz}_/z

> ~ 1 2 2

k” ge) IO = Emza +m2(8 )
42

=2.316|(-—+ 64
()
I, =151.3

por tanto, de todo el cuerpo es

I, = 2660 kg-cm?
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Serie de ejercicios de Estatica
CENTROS Y MOMENTOS DE INERCIA DE MASAS (2)

1. Diga en qué casos el centro de masa
de un cuerpo y su centro de gravedad coin-
ciden.

2. Una placa de fierro de espesor uni-
forme tiene forma de trapecio y las dimen-
siones que se muestran en la figura. Deter-
mine las coordenadas de su centro de masa.

(Sol. G(50, 36.7) [cm])

L 90 cm A

B4
3. Las barras homogéneas OA y BC tie- 0.25m
nen 8 kg de masa cada una y estan unidas en 0 AN |
A, formando un solo cuerpo. ¢En dbnde se
halla su centro de masa? 0.25m
(Sol. X, =0.375m —) cl+

(®) Los primeros siete ejercicios se refieren al centro masa de los cuerpos.
Podrian haberse incluido en la serie de momentos estaticos, pero hemos preferi-
do integrarlos aqui por su estrecha relacién con los momentos de inercia.
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4. El radio del tramo circular de la vari-

Ila de la figura tiene 50 in de radio. Calcule

las coordenadas del centro de masa de la
varilla.

(Sol. G(19.45, 29.2) [cm])

5. A un disco homogéneo de 400 mm de
radio se le calé medio disco de 380 mm de
radio, como se muestra en la figura. Diga en
dénde se encuentra su centro de masa.

(Sol. x, =132.6 mm —)

6. El arbol de una maquina tiene 80 cm de
largo y su base tiene un diametro de 5 cm.
Su mitad izquierda es de plomo, la otra de
cobre. Sabiendo que las masas especificas
de esos materiales son 11.37 y 8.91 kg/dm?,
determine la posicién del centro de masa del
arbol.
(Sol. En el eje de la figura,
a 37.6 cm del extremo izquierdo)

7. Un semicilindro reposa sobre una
superficie horizontal, como se muestra en la
figura. Una mitad es de acero, y la otra, de
aluminio. Si los pesos espe-cificos del acero
y del aluminio son 7830 y 2690 kg/m?, res-
pectivamente, ¢qué valor tiene el angulo 6?

(Sol. 26.0°)

8. Explique cuéles son las caracteristicas
fisi-cas de los cuerpos que se pueden medir
mediante los momentos de inercia.

9. Determine, por integracién, el mo-
mento de inercia de la masa de un cilindro
hueco de altura I, cuyos radios interior y
exterior son, respectivamente, Ry y R».

(Sol. (1/2) m [R:*+R>?))
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10. El rotor homogéneo de la figura esta
com-puesto por un eje cilindrico y un disco,
cuyos radios respectivos son 4 y 30 cm. Su
masa es de 8 kg. Calcule el momento de
inercia de su masa, respecto a su eje de figu- 20 cm
ra. Z0cm 2 M
(Sol. 2820 kg - cm?)

11. La figura representa un cuerpo for-
mado por una esfera de 0.3 m de radio y un
eje de 0.8 m de largo, cuya base tiene un
diametro de 0.1 m. Sabiendo que su material
tiene una masa especifica de 7210 kg/m®,
diga cudl es el momento de inercia de su
masa respecto a a) su eje de figura (x'x); b)
un eje perpendi-cular al anterior, que pase
por el extremo libre de la barra (y'y).

(Sol. ) I, = 29.5 kg - m?; b)
I, = 1026 kg - m?)

0.8m

12. Las barras homogéneas OA y BC 0.25m
tienen 8 kg de masa cada una y estan unidas o) A
en A, formando un solo cuerpo. Determine
el momento de inercia de su masa respecto a 0.25m
un eje perpendicular al plano que las contie- cll
ne y que pase por O. ' 05m T

(Sol. 2.83 kg-m?)
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13. La masa del impulsor de una bomba . 40 cm .
centrifuga es de 12.5 kg. El radio de giro de
su masa respecto al eje de rotacién es de 15
cm. Determine el momento de inercia de la
masa del impulsor respecto a: a) dicho eje
de rotacion; b) un eje, paralelo al anterior,
que pase por el punto P. P

(Sol. I = 2810 kg - cm?;
Ip = 7810 kg - cm?)

14. La pieza que se representa en la fi-
gura es de fierro colado, cuya masa especi-
fica es de 7.21 kg/dm?®. Determine el mo-
mento de inercia de su masa respecto a su
eje de figura.

(Sol. I = 386 kg - mm?)

16 mm

1|2 mrln 36 I20 mm

32 mm
60 mm

15. El cono truncado de la figura es de

un material cuya masa especifica es 410

slug/ft®. Calcule el momento de inercia de

SU masa respecto a su eje de ‘simetria (y'y) y

respecto a uno diametral que pase por sul
base (X"x).

(Sol. I, = 3280 slug - ft?;

L, = 4650 slug - ft?)
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16. Calcule el momento de inercia de la
masa del volante de acero de la figura, res-
pecto a su eje de rotacion. La masa especifi-
ca del acero es 7.83 kg/dm®. ;Cuél es su
radio de giro centroidal? Los rayos son ci-
lindricos.

(Sol. I = 877 kg m?; k = 68.3 cm)

40 cm

10 cm:t

10 cm
20cm 160 cm
10 cm
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